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0 TESTOWANIU ROWNOSCI K MACIERZY KOWARIANCJI

1. Wstep

W doswiadczeniach rolniczych i przyrodniczych obserwuje sig
zwykle wigcej niz jedna ceche na kazdej jednostce doswiadczalnej.
Stad wyniki z takich doswiadczer majg przewaznie charakter wielo-
wymiarowy. Poniewaz cechy te sg najczesciej skorelowane, wigc ana-
lizowanie kazdej 2z obserwowanych cech oddzielnie moze okazaé sig
w wielu przypadkach mato efektywne. Jesli badacza interesuje kom-
pleksowe ujgcie obserwowanych cech, wéwczas naturalnym staje sig
przejscie od jednozmiennej analizy wariancji (ang. ANOVA) do wie-
lozmiennej analizy wariancji (ang. MANOVA), badajgcej wpiyw réz-
nych Zréde% zmiennos$ci na ogdélng zmiennos¢ wielu cech. lstotnym
problemem staje sie wykorzystanie metod wielozmiennej analizy,
ktére umozliwiaja uzyskanie informacji dotyczgcych p skorelowa-
nych zmiennych w jednej lub wigcej populacjach, z ktérych pobrano
losowe préby. Przy wielu metodach przyjmuje sie¢ zaXozenie, ze te
zmienne maja p-wymiarowe rozkiady normalne o tych samych macie-
rzach kowariancji. Jednak taka jednorodnosé¢ nie zawsze zachodzi
i w zwigzku z tym konieczne jest sprawdzenie hipotez dotyczgcych
réwnosci macierzy kowariancji.

2. Jednokierunkowa klasyfikacja obserwacji

Wyobraimy sobie, ze poréwnujemy k-populacji pod wzgledem p réz-
nych cech. Z kazdej z tych populacji pobrano po jednej prébie lo-
sowej. Oznaczmy liczebnosé préby z g-tej populacji przez Né (g =
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=1, 2, voey k), a sume wszystkich liczebnosci, to znaczy liczbg
wezystkich jednostek doswiadczalnych przez N :
N* = NJ + Nj ooo + Npo

Na kazdej jednostce doswiadczalnej obserwowanych jest p cech. Ma-
my wéwczas N~ obserwscji p-wymiarowych sklasyfikowanych wediug jed-
nego kryterium - przynaleznosci do jedne] z k populacji. Oznaczmy
j-tq obserwacje (J=1, ..., N;) i-tej cechy (i=1, .c., P) W pré-
bie pobranej w g-tej populacji (g = 1, ..., k) przez iji. Przy
tych oznaczeniach macierz obserwacji dla g-tej préby mozZna zapi-
saé¢ w postaci

=
x
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B e -
gdzie Né wierszy odpowiada kolejnym obserwacjom, a p kolumn od-
powiada kolejnym cechom. Macierz
(2) _x_s (21’, 5, seey }_i)"
typu N'X p, zXozona z podmacierzy okreslonych w (1), jest wéwczas
macierzg wszystkich p-wymiarowych obserwacji. Zakigdamy, Ze wier-
sze macierzy zg sg wzajemnie niezaleznymi p-wymiarowymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozk¥adzie normalnym N(}_._bg, gg) s, gdzie wek-
tor wartosci srednich
(3 Mg = [ M1 Pgar oo Mgg] o

a macierz kowariancji

®g11 Ggi2 *** Ogip
Gg21 Gg22 *** Gg2p

(4) Zs=°'°""°0'°. (831,2'.no,k)0
Ogp1  Cgp2 Ogpp

Przyjmujgc takie zaozenie dopuszczamy istnienie réznych wektordw
warto$ci Srednich i réznych macierzy kowariancji dla réznych po-
pulacji.

Przy wyborze odpowiedniej metody do analizy obserwacji wielo-
wymiarowych sklasyfikowanych wediug jednego kryterium- wediug po-
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pulacji, interesuje nas to, czy dopuszczalne jest przyjecie u-

pPraszczajgcego zaZozenia, ze wazystkie macierze 21. ;2. ce e 9 Z. k
83 jednakowe.

3. RozkXad statystyki M

Hipotezg¢ zerowg o jednorodnosci migdzy populacjami w sensie
réwnogci macierzy kowariancji mozemy zapisaé w postaci:

Ho:§1=22=...-zk.

Przy sprawdzaniu tej hipotezy stosuje si¢ statystyke M Bartletta
postaci

k
(5) n-nu|§|-8§n8h|§g|

gizsie § = N+ N, + ... + Ny, N, = n;-1. maciers S, typu pxp jest
nieobcigzonym estymatorem macierzy kowariancji dla g-tej popula-
cjio ng stopniach swobody, a NS = n1§1 +ll2§_2 + eee + Nh§k'

Anderson [1] wyprowadzix kryterium M modyfikujgc test oparty
na ilorazie wiarogodnosdci.

Kulback [5] natomiast pokazal, ze kryterium M jest statystyks
minimalnej informacji dyskryminacyjnej dla hipotezy zerowej 1 wy-
kazuje, Ze przy hipotezie alternatywnej o niejednorodnosci macie-
rzy kowariancji przyjmuje ona wartosé¢ minimalng.

W oparciu o wyniki Boxa [2] Korin [3], [4] zbudowat tablice
5-procentowych punktéw istotnosci dla rozkZadu statystyki M uwzgle-
dniajgc rsine wartosci parametréw k, p oraz N,, gdzie Ny=N, = Ny=
= ... = N,. Podane przez Korina tablice [ 4] obejmujq jednak zbyt
maly zakres zmieniajacej sig¢ wielkosci K. Czesto zachodzi potrze-
ba odezytania punktu istotnosci dla wigksej liczby obsexwac]i No.
Wéwezas z koniecznodci musimy szukaé przyblizZonych punktéw istot-
nosci dla M. Jesli speiniony jest warunek N1= 32 = cee -’Nk = No
to mozemy je znalefé uzywajac jednego z nastgpujacych przyblized
Boxa [ 2 | dla rozkZadu M:

(a) Przyblizenie rozkiadem xR, Tutaj korzystamy z tego, ze
statystyka (1 - A1)-l ma w przyblizeniu rozkad chi-kwadrat o f,
stopniach swobody, tzn.

(6) u~7(§1/(1 - 4,),
gdzie liczba stopni swobody
(n £, = % plp+ 1) (k-1),
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natomiast
2
(8) A, = 22+ 0D -1
1 p+1 0
(b) Przyblizenie rozkiadem F., Tutaj wykorzystuje sig to, ze
statystyka M/b ma w przyblizeniu rozkad F o f1 0 1 f2 stopniach

swobody, tzn.

(9) M~Db Pf.'; fzv
gdzie f, 1 A, s3 okreslone w (7) 1 (8), zaé
f.+ 2
(10) £, = entier o ,
e
przy czym
(1) 2y = =D (Ors) |
6k Ho
natomiast
> ¢

(12) b= W

Obliczenie wartosci statystyki M poprzedzone jest znalezie-
niem macierzy
-1
(13) S=N (NSy + 5,8, + ... + N, 8),

gdzie macierz S_ jest macierzg sum kwadratéw i iloczynéw odqhyleﬁ
dla préby z j-tej populacji (g = 1, ..., k), to znaczy

r

s311 B312 B2 8g1p
4 SE. W[ MR R s i R
gdzie
s . Z§é x s # l? o A
gii N gjl “gii’ ~ gi el
g J=1 Ng
przy czym

NP
Tgi = §:8 xgji Jest sumg wszystkich obserwacji dotyczgcych i-tej
I=

cechy (i, 1" =1, ..., p) dla préby z g-tej populacji.
Wartos¢ funkcji testowej M poréwnuje si¢ z wartoscig krytycz-
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ng odczytang z tablic Korina [4]dla poziomu istotnosci 5% W przy-
padku wigkszej liczby obserwacji mozna posituzyé sig¢ przyblizeniem
rozktadem X2 lub F (patrz wzory (6),(9)). W przypadku, gdy war-
todé M przekroczy wartosé krytyczng przy ustalonym poziomie istot-
noéci, wéwczas odrzucamy hipotezg zerowg o réwnosci macierzy ko-
wariancyjnych.

4, Przykzad

Jako przyklad niech postuzy analiza danych pochodzgcych z ba-
dani hodowlanych nad sionecznikiem oleistym, przeprowadzonych w SHB
Borowo. Na dane te skladajg sie¢ obserwacje dotyczgce 5 cech u 7
rodéw stonecznika, z ktérych wylosowano po 28 roslin, Korzystajac
ze wzoréw (13) 1 (14) wyliczono macierze S i Sg CEim 5T Jon™T) s
a nastepnie uzyskano wartosé statystyki M réwng 26,2056,

Poniewaz tablice [4]nie zawierajg wartoscl krytycznych dla
poziomu istotnosci 5% i parametréw Ny = 27, p=51 k = 7, dlatego
tez zostaly one wyznaczone wediug wzordw (6) i (9). Wyniki zesta-
wiono w tablicy 1.

Tablica 1. Wartosci krytyczne na poziomie 5%
dla parametréw k=7, p = 5, N, = 27

Przyblizenie A2 wg wzoru (6) 122,352
Przyblizenie F wg wzoru (9) 124,593

Wartosé krytyczng dla rozkiaddéw Xz i F przy poziomie istot-
nosci 5% dla odpowiedniej liczby stopni swobody odczytano z tab-
lic [6]. Poniewaz wartosé M jest znacznie mniejsza od wartosci
krytycznych podanych w tablicy 1, wigc nie mamy podstaw do od-
rzucenia hipotezy zerowej o jednorodnosci macierzy kowariancyj-
nych, ’

Obliczenia do tego przykiadu wykonano wediug programu uzozo-

nego w jezyku ODRA ALGOL na emc ODRA 1204.
\
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